Quelques « démonstrations » en cycle 4

Nous vous proposons un pense-béte qui vous permettra de repérer les démonstrations de cours qu’il est
possible de faire au college.

Chaque enseignant peut choisir (si possible en équipe) les démonstrations qu'il travaillera avec ses éléves.

Cette liste n’est ni exhaustive, ni obligatoire.

Theme A - Nombres et calculs

Nombres entiers et fractions :

:XT‘; = %, quels que soient les nombres a, b etk avec b # 0 et k # 0. Utilisation

d’un exemple générique en classe de 5°. (voir annexe 1)

Egalité de fractions :

Egalités de fraction et produit en croix : % = g < ad = bc, quels que soient les nombres a, b, c et

avec b # 0 et d # 0. RA « Résoudre des problemes relevant de la proportionnalité » : Ainsi I'égalité
de deux fractions peut étre mise en relation avec le produit en croix.

Opérations sur les fractions. RA « Les fractions » : A propos de la somme de deux fractions :
« 'élaboration d’un raisonnement utilisant des exemples génériques peut venir en appui d’une
remédiation ».

- Démonstration a partir de la définition du quotient de : % ng = E—XC guels que soient les nombres
a,b,cetdavecb#0etd#0 (voir annexe 2)
- Démonstration a partir de la définition du quotient de : bi + b£ = % quels que soient les nombres

a,b,c avecb#0 (voirannexe 3)

- Démonstration a partir de la définition du quotient de a/b : c/d = a/b x d/c quels que soient les
nombres a,b,cetdavecb #0,c#0etd# 0 (voir annexe 4)

Démontrer des critéres de divisibilité (par exemple par 2, 3, 5 ou 10) ou la preuve par 9.
- En 5°: Utilisation d’'un exemple générique ;
- En 3°: utilisation de la lettre en 3° (nombre abcd par exemple). (voir travail en atelier)

Nombres relatifs :

Différence de deux nombres relatifs : Utilisation d’'un exemple générique.
Produit de deux nombres relatifs : Par disjonction de cas avec utilisation d’'un exemple générique.

« Diviser par un nombre non nul revient a multiplier par son inverse » : démonstration a partir de la
définition du quotient et de deux nombres inverses. (classe de 4eme)

Propriétés des opérations sur les puissances :
-en 4°™: 10™ x10"; 10™/10" ; (10™)" générique sur les puissances de 10 d’exposants positifs ,
- en 3°™ pour les puissances d’'un nombre a (différent de zéro) avec des exposants numériques
a’xa’, a*a?, a%la’, (a®)?

Distributivité avec des nombres positifs & partir de calculs d’aire de rectangles (4°™ ou 5°™).




Theme B - Organisation et gestion de données, fonctions

Produit en croix : % = % & ad = be, quels que soient les nombres a, b, cetavec b # 0 et d # 0. RA

« Résoudre des problemes relevant de la proportionnalité » : Ainsi I'égalité de deux fractions peut
étre mise en relation avec le produit en croix. (voir travail en atelier)

Etablir le fait que, par exemple, augmenter de 5% c’est multiplier par 1,05 et diminuer de 5% c’est
multiplier par 0,95.

Faire le lien entre fonction linéaire et proportionnalité.

Théme C - Grandeurs et mesures

Comprendre I'effet d’'un déplacement, d’'un agrandissement ou d’'une réduction sur les longueurs,
les aires, les volumes ou les angles.

Theme D - Espace et géomeétrie

Symétrie centrale : RA « Géomeétrie plane » : leurs (symétries) propriétés de conservation et de
transfert peuvent étre mises en évidence et utilisées, mais ne sont pas exigibles en évaluation. A
partir des propriétés admises sur la conservation des longueurs et des angles, on peut démontrer la
conservation de I'alignement et le parallélisme d ‘une droite et de son image par symétrie centrale.

Caractérisation angulaire du parallélisme, angles alternes / internes.

Propriété caractéristique de la médiatrice d’'un segment. (Utilisation de la symétrie axiale et
pourquoi pas de triangles égaux).

Médiatrices dans un triangle : RA « Géométrie plane » : « Le concours des médiatrices peut faire
l'objet d’une activité de démonstration intéressante. »

Triangle : somme des angles.
Trigonométrie : démonstration des quotients égaux...

Parallélogramme : propriétés relatives aux c6tés et aux diagonales. (voir annexe 5)

Théoreme de Thalés ou propriété sur la proportionnalité des longueurs des c6tés dans des triangles
semblables (suivant la progression de I'établissement).

Propriété de Pythagore dans un triangle rectangle. (voir annexe 6)



Ci-dessous des propositions de démonstrations de cours : il nous a semblé intéressant de les proposer. Ce ne sont
pas des modeles, ni des obligations. Elles doivent étre intégrées dans un scénario et adaptées au niveau des éléves.

Il nous a semblé intéressant de vous les proposer afin d’avoir une vue d’ensemble synthétique des moments ou les
éleves sont confrontés a des raisonnements analogues. Par exemple, nombre de ces démonstrations utilisent Ia
définition du quotient : ce raisonnement est délicat puisqu’on s’appuie sur l'unicité du quotient pour justifier. Il peut
donc étre formateur pour les éléves de rencontrer ce raisonnement a plusieurs reprises dans leur scolarité.

Annexe 1 :
On veut démontrer que quels que soient les nombres a, bet kavecb #0 etk #0 ll<<_l:? = %.
a a , \ P .
b x kb =EX b xk =a xk (d’aprés la définition du quotient).
ka . o ka _a
Or, b est LE (seul) nombre qui, multiplié par kb donne ka, donc : b b

Suivant le niveau des éléves, on pourra faire cette démonstration sur un exemple générique en précisant bien que le
raisonnement proposé se généralise quels que soient les nombres proposés.

Annexe 2 : extrait du document ressources, « compétences travaillées en mathématiques, calculer ».

Utiliser un exemple générique

En paralléle des écritures littérales, le recours & un exemple générigue peut permettre de faire
comprendre une démonstration a des éléves qui pourraient étre déroutés par une approche purement
formelle.

Ainsi, dans 'exemple suivant qui détaille le cas du produit de deux quotients, les calculs numériques
menés dans la colonne de gauche peuvent étre présentés plutdt que ceux de la colonne de droite, &
condition toutefois que le résultat soit énonce dans sa genéralite.

a, b, ¢ et d sont quatre nombres quelcongues ; b et d sont
différents de zéro.

2
% est le nombre par lequel il faut multiplier 7 pour % est le nombre par lequel il faut multiplier b pour obtenir
) 2 R 5 a . c
obtenir 2donc 7x— =2 Deméme3x—=35 adonchbx—=a Deméme dx—=c¢
7 3 b d
. 2.5 ) ) a c )
Si on multiplie ?%5 par 7=3 , on obtient en Si on multiplie EKE parbxd , on obtient en changeant
changeant I'ordre des facteurs dans le produit : % a c
2 5 lordre des facteurs dans le produit - bx—xd x— soit,
Tx—x3x — Soit, d'aprés ce qui précéde - 2x5 b d
7 3 d'aprés ce qui précede . axc .
On en deduit donc que %xg est le nombre par Cn en déduit donc que %x% est le nombre par lequel il
3
lequel il faut multiplier 7=3 pour obtenir 2x5 faut multiplier 5> d pour obtenir@=c .
Donc 253 = 2% Donc £ £ - 4%¢
7 3 T=3 b d bxd




Annexe 3 :

On veut démontrer que quels que soient les nombres a, b et c avec b #0,

+

Proposition de scénario :

Elaboration d’une conjecture par les éléves : travail sur des partages par exemple.
Travail avec la classe (il nous parait difficile pour les éléves de découvrir par eux-mémes cette démonstration

pour la premiére fois. Nous proposons donc ici un travail collégial avec la classe qui pourra étre reproduit

ensuite par les éléves sur d’autres exemples génériques ou généralisé) :

Premiere proposition : démonstration avec uniquement des nombres écrits en chiffres :

Démontrons quez #3232
7 7 17

Questionnement de I'enseignant : « d’aprés la définition du quotient, que peut-on dire de 72 ? de 72? »

On arriveé%x 7=2 et %x7=3

Ainsi (2+§)x7=2x7+ix7=2+3=5
777 7 7

D’apres la distributivité D’apres la définition du quotient

Analyse de cette proposition : ne pas utiliser le calcul littéral pour cette démonstration peut rassurer les

éleves. Toutefois, en s’appuyant sur le langage, il peut paraitre « évident » aux éleves que « deux septiemes
plus trois septiemes égale cing septiemes ».

Proposition 2 :

On peut donc (plutot ou ensuite) démontrer que : quel que soit le nombre b non nul : %erl =%
", . . a, 6 Cc _atC
Proposition 3 : démontrer que quels que soient les nombres a, b, cavec b 20 : b + b b

Remarque : ce travail peut étre raisonnablement demandé en 4°™, Suivant les progressions choisies, on peut choisir

d’utiliser la proposition 2 comme premiere approche avec des nombres positifs, et réinvestir ce raisonnement avec

des nombres relatifs et ainsi arriver au cas général.

Témoignage :

-en classe, la conjecture a été faite. Ensuite a I'oral pour les éléves, et de facon collégiale, la démonstration a
été écrite au tableau pour deux exemples comme dans la proposition 2. L’enseignant a choisi de demander
aux éleves de faire cette démonstration dans le cas général en dehors de la classe.

Un des objectifs du professeur est de motiver (un peu par la contrainte, certes) I'écoute des éléves.

Les éleves savent que, de temps a autre, le professeur demande aux éleves de rédiger a la maison ce qui a
été élaboré en classe. Dans ce cas I'objectif du travail hors —classe est principalement la compétence

« communiquer a I’écrit ». Bien sur, la compétence raisonner est ici beaucoup travaillée aussi car cette
démonstration est délicate pour les éleves.
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Annexe 4 : Une trace écrite possible dans le cours

Activité numérique, démonstration générique avec |’enseignant, puis généralisation de la propriété du quotient des
nombres relatifs en écriture fractionnaire.
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Annexe 5 : Démonstrations des propriétés du parallélogramme

Nous vous proposons ici des idées de démonstrations qui utilisent les triangles égaux et les angles alternes-internes. Les
prérequis peuvent étre donnés aux éléves. Suivant les compétences mathématiques que I'on veut travailler, on se contentera
d’une « démonstration visuelle » ou on attendra une rédaction compléte.

Prérequis
Définition
Deux triangles sont égaux lorsque leurs cotés ont deux a deux la méme longueur.

Propriété (E1)
5i deux triangles sont égaux alors leurs angles ont deux & deux la méme mesure.

Propriété (E2a)
5i deux triangles ont deux 4 deux un cité de méme longueur compris entre deux angles de méme mesure alors ils sont

Egaux.

Propriété (E2h)
5i deux triangles ont deux a deux un angle de méme mesure compris entre deux cotés de méme longueur alors ils sont

Egaux.

Propriété (A)

5i deux angles alternes internes sont formés par deux droites paralléles alors ils ont la méme mesure.

Propriété (A”)
5i deux angles alternes internes ont la méme mesure alors ils sont formés par deux droites paralléles.

Propriété (O)
5i deux angles sont opposés par le sommet alors ils ont la méme mesure.

Propriété (SA)
La somme des mesures des angles d’un triangle est égale a 180°.

Définition
Un parallélogramme est un quadrilatére qui a ses cOtés opposés paralleéles.

Propriété (P1)

Si un quadrilatére est u parallélogramme alors ses cotés opposés ont la méme longueur.

Idée de démonstration :

Propriété (P2)

Si un quadrilatére est un parallélogramme alors ses diagonales se coupent en leur milieu.

Idée de démonstration :

A (A)
R
(P1)




Propriété (P3)

Si un quadrilatére est un parallélogramme alors ses angles opposés ont la méme mesure.

Idée de démonstration :

(A)

et de méme BAD = BCD

Propriété (P1’)

Si un quadrilatére a ses c6tés opposés de méme longueur alors c’est un parallélogramme.

Idée de démonstration :

S

et de méme (AD)/(BC)
Propriété (P2’)

Si un quadrilatére a ses diagonales qui se coupent en leur milieu alors c’est un parallélogramme.

Idée de démonstration :

et de méme (AD)/(BC)
Propriété (P3’)

Si un quadrilatére a ses angles opposés de méme mesure alors c’est un parallélogramme.

Idée de démonstration :

B
%/ (sA)  2a+2b=360
. d’oi
aeth
supplémentaires

et de méme (AD)/(BC)



Annexe 5 :

Voici une démonstration de la propriété de Pythagore utilisant les triangles semblables. Cette
démonstration ne pourra pas étre obligatoirement faite au moment ou on fait la legon sur la propriété
de Pythagore (suivant les progressions choisies). Nous avons conscience que cette démonstration est
tres guidée. C’est la raison pour laquelle nous la considérons davantage comme une application de la
lecon sur les triangles semblables que comme un apprentissage a la démonstration.

3¢ - Démonstration du Théoréme de Pythagore

On considére un triangle ABC rectangle en C.

Onnote AC=a,BC=bet AB =c. C
1]
1. Placer sur la figure le point D sur [AB] tel que (CD) soit
perpendiculaire a (AB). C

On note AD =d, et BD=e A a
2. Demontrer que les triangles ADC et ABC sont semblables.

3. En déduire une égalité de trois quotients.

4. En déduire une égalité de quotients faisant intervenir les nombres a, cet d.

5. En déduire une expression de a® en fonction de cetd

6. De la méme facon, déterminer une expression de b* en fonction de c et e,

7. Prouver que a* + b* =

Coups de pouces possibles (individuels, en cas de blocage)

- En cas de méconnaissance du cours : Fiche de rappel de définitions et propriétés sur les triangles
semblables et les produits en croix, a connaitre pour la prochaine fois.

— Question 1.
« Place un point D sur (AB). Est—ce que (CD) est perpendiculaire a (AB) ?»

— Question 2.
« A quelle(s) condition(s) peut—-on affirmer que deux triangles sont semblables ?»
« Y a—t-il des angles egaux sur la figure ?» « Lesquels ? »

- Question 3.

« Peux—tu trouver, dans ton cours ou dans la fiche de rappel, une propriété utile pour répondre a
cette question ?»

« Peux-tu écrire les longueurs qui se correspondent dans les triangles semblables ADC et ABC ? »

« Que peux-tu dire de ces longueurs ?»



— Question 4.

« Peux—tu remplacer les longueurs par les lettres qui les représentent ?
— Question 5.
« Quelle propriété peux-tu utiliser si tu sais que deux quotients sont égaux ? »

« Connais—tu la propriete des produits en croix ? »

— Question 6.

« A quels triangles faut-il s’intéresser pour répondre a cette question ?
— Question 7.
« Peux—tu transformer I’expression a* + b* en utilisant des propriétes de calcul ? »

« Peux—tu exprimer c en fonctionde d et e ?

/ A connaitre \

Définition
Deux triangles sont semblables lorsque leurs angles ont deux a deux la méme mesure.

Propriété (S1)
Si deux triangles ont deux 4 deux deux angles de méme mesure alors ils sont semblables.

Propriété (S2)
Si deux triangles sont semblables alors les longueurs des cotés opposés aux angles égaux
sont proportionnelles.

Propriété (S27)
Si deux triangles ont leurs cétés de longueurs proportionnelles alors ils sont semblables.

\ Propriété (PC) S1 % = g alors ad = be /




Démonstration du théoréme de Pythagore et de sa réciproque
Prerequis

J/_
Définition Propriete (E1) Définition Propriéte (S1) Propriete (52) Proprigté (PC)

Deux triangles somt Si deux triangles sont éganx  Deunx miangles zont 5i deux wiangles ont deux 3 5i deux miangles sont semblables e d € ad= b

egaux lorsque leurs alors leurs angles ont dewxa  semblables lorsque deux dewx angles de méme alors les longueurs des cotés b d

cotes ont denx & denx  deux la méme mesure. leurs angles ont denx 3 masure alors ils sont opposés aux angles égaux sont

la méme longueur. deux 1a méme mesure. zemblables. propordonnelles. J
Théoréme de Pythagore (F)

Siun triangle est rectangle alors le carré de la longueur de I'hypoténuse est égal a la somme des carrés des longuewrs des deux autres cotés.

Démonstration

ABC semblable 3 ACD "

(52) . (PO
e A — e F=cCg
C A +
aZ+bP=cq+c=clg+0) =0
- wum |'..—u~+”ﬁﬁ.
(S2) ¢ b :

(PC)

ABC semblable a CBD

Réciproque du théoréme de Pythagore
5i dans un triangle le carré de la longueur d’un cdté est égal a la somme des camrés des longueurs des deux autres cotés alors ce triangle est rectangle.




