Les exercices suivants ne sont pas utilisables directement en classe. A vous de les adapter, de les découper…Nous espérons qu’ils vous aideront dans votre réflexion sur la prise en compte du paragraphe « argumentation mathématique… ». Peut-être y trouverez-vous des idées pour d’autres activités développant les capacités de vos élèves en « logique ».
PROPRIETES DE LN
Pour chacune des affirmations suivantes, trois réponses sont proposées. Cochez la case de la  réponse correcte.
(*) Dans le cas d’affirmations vraies pour certain(s) réel(s) x, vous préciserez l’ensemble de tous les réels pour lesquels l’affirmation est vraie.

	Affirmation
	Vraie pour
tout réel x
	Vraie pour certain(s) réel(s) x   (*)
	Fausse pour
tout réel x



	ln ( x² ) = 2 ln (x)
	
	
	

	ln ( x
[image: image1.wmf]4

 ) = 2 ln (x²)
	
	
	

	ln (-x) = -2
	
	
	

	ln  x + ln 4 = ln (x+4)
	
	
	

	ln x – ln 3 = ln (x-3)


	
	
	

	ln(x-11) = ln (3-x)


	
	
	

	2 + ln (x+2) > 0
	
	
	

	ln ( x²+1 ) 
[image: image2.wmf]³

 0
	
	
	

	ln ( x²+4 ) 
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 ln ( x²+1 )


	
	
	

	ln (4x-1) < ln (4x+3)
	
	
	


FONCTIONS STRICTEMENT MONOTONES

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
1) 
a) Rappelez la définition de : «f est strictement croissante sur I».


b) Rappelez la définition de : «f est strictement décroissante sur I».

2) On suppose que f est strictement croissante sur I. Soit a
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 I et b
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 I.


Montrer que : Si f (a) < f (b), alors : a < b.

3) On suppose que f est strictement décroissante sur I. Soit a
[image: image6.wmf]Î

 I et b
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 I.


Enoncez une propriété analogue et démontrez-la.

4) On suppose que f est strictement monotone sur I. Soit a
[image: image8.wmf]Î

 I et b
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 I.


Montrez que : f (a) = f (b) si et seulement si : a = b.

5) Vrai ou Faux ?

Quels que soient les réels x et y : Si x² > y², alors x > y.

Quels que soient les réels x et y : Si x
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 < y
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, alors x < y.

Quels que soient les réels non nuls x et y : Si 
[image: image12.wmf]x

1

 > 
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1

, alors x < y.

Quels que soient les réels strictement positifs x et y : Si ln x 
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 ln y, alors x 
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 y.
NB : Les propriétés 2) et 3) sont vraies pour f monotone et non nécessairement strictement monotone. Par exemple, pour f croissante sur I : a
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 b 
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 f(a) 
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 f(b). Donc par contraposée :

f(a) < f(b) 
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 a < b.

IMPLICATIONS ET RECIPROQUES

Pour chacune des affirmations P, Q, R, S et T :

1) Dire si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse.

2) Enoncer l'affirmation réciproque.

3) Dire si cette affirmation est vraie ou fausse et justifier la réponse.

· P. "Quel que soit a appartenant à IN, si a est divisible par 12, alors a est divisible par 4."

· Q. " Quel que soit a appartenant à IN, si a est un diviseur de 12, alors a est un diviseur de 4."

· R. "Quel que soit a appartenant à IN, si a est divisible par 6 et par 10, alors a est divisible par 60."

· S. "Quel que soit a appartenant à IN, si a est divisible par 3 et par 8, alors a est divisible par 24."

· T. "Quel que soit a appartenant à IN*, si a est premier avec 3, alors a est pair."

UNE QUESTION, PLUSIEURS DEMONSTRATIONS
Démontrer que : Quel que soit l’entier naturel n, n
[image: image20.wmf]3

 - n est divisible par 3.

1) A l’aide d’un raisonnement par récurrence.

2) A l’aide d’un raisonnement par disjonction de cas, en utilisant les congruences modulo 3.

3) En commençant par factoriser n
[image: image21.wmf]3

 - n.

4) a) Que pensez-vous de l’affirmation suivante ? « Quel que soit l’entier naturel n, n
[image: image22.wmf]3

 - n est divisible par 6 »

    b) Validez votre conjecture à l’aide d’une méthode de votre choix.

DIVISIBILITE PAR 11

On considère les entiers naturels qui s’écrivent avec trois chiffres dans le système décimal.

1) Connaissez-vous un critère de divisibilité par 11 pour ces entiers ?

2) Soit N = 
[image: image23.wmf]abc



 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf])
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(

, avec a, b et c appartenant à {0 ; 1 ; … ; 9} et a 
[image: image25.wmf]¹

0.

Montrez que : si b = a + c, alors N est divisible par 11.

3) La réciproque est-elle vraie ?

4) Montrez que la condition  a + c = 11 + b est suffisante pour que N soit divisible par 11.

5) En observant que N = 99a + 11b + (a - b + c), montrez que : 

N est divisible par 11 si et seulement si a – b + c est divisible par 11.

On s’intéresse maintenant aux entiers naturels qui s’écrivent avec quatre chiffres dans le système décimal. Soit N = 
[image: image26.wmf]d

abc



 EMBED Equation.3  [image: image27.wmf])
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(

, avec a, b, c et d appartenant à {0 ; 1 ; … ; 9} et a 
[image: image28.wmf]¹

0.

6) Montrez que la condition d = a ET c = b est suffisante pour que N soit divisible par 11.

7) Cette condition est-elle nécessaire ?

MARCEL PAGNOL
En 1992, la famille de Marcel Pagnol a publié des notes inédites retrouvées dans ses papiers après sa mort. L'ouvrage, paru sous le titre Inédits, contient quelques pages sur les nombres premiers. Marcel Pagnol, amateur de mathématiques, s'est risqué à des raisonnements hasardeux :

"Je crois avoir trouvé une formule qui permet de fabriquer des nombres premiers : c'est la petite équation suivante : x et x+2 sont deux impairs consécutifs, comme 5 et 7 ou 17 et 19, etc.

x+(x+2)+x(x+2) = premier; 5+7+5x7 = 47. C'est à dire que la somme de deux impairs consécutifs et de leur produit est un premier. Nous avons donc une formule qui nous permet de construire des nombres premiers, et un moyen très simple de confirmer l'exactitude de nos calculs. 15+17+15x17 = 287 premier"

Montrer que le théorème proposé par  Marcel Pagnol est faux.
LE FACTEUR ET LA BLONDE
(Rallye mathématique Toulouse 2004)

Une personne dit au facteur en train de lui distribuer le courrier :

« J’ai trois filles ; le produit de leurs âges est 36 ; la somme de leurs âges est égale au numéro (que vous connaissez bien sûr) de la maison juste derrière vous ».

Le facteur fait quelques calculs et dit : « il me manque une donnée ».

La personne répond : « Ah oui ! L’aînée est blonde ».

A VOUS DE RETROUVER L’AGE DES TROIS FILLES.

PUISSANCES DE 3

1) Etudiez, selon les valeurs de l’entier naturel n, le reste de la division de 3
[image: image29.wmf]n

 par 13.

2) Démontrez que, si n’est pas divisible par 3, alors l’entier A
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 = 3
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 + 3
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 + 3
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 est divisible par 13.

NOMBRES DE MERSENNE

Pour tout entier naturel non nul n, on pose : M
[image: image34.wmf]n

 = 2
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 - 1.

1) Parmi les entiers M
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, M
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, …, M
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 et M
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, quels sont ceux qui sont premiers ?

2) Que pensez-vous des affirmations suivantes ?

A «Quel que soit le nombre premier n inférieur à 10, M
[image: image40.wmf]n

 est un nombre premier »
B «Quel que soit le nombre premier n, M
[image: image41.wmf]n

 est un nombre premier »

3) On s’intéresse maintenant à l’affirmation C : «Si  M
[image: image42.wmf]n

 est un nombre premier, alors n est un nombre premier ». Le but de la question est de démontrer que C est vraie.

a) Enoncez l’affirmation C’ contraposée de C. On va démontrer que l’affirmation C’ est vraie.
b) On suppose que n n’est pas premier.

b1/ Etudiez le cas où n = 1.
b2/ Si n
[image: image43.wmf]¹

1, on pose n = a.b, avec a et b entiers supérieurs à 1.

On rappelle que, si q est un réel différent de 1, alors : 1 + q + q² + …. + q
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 = 
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Montrez que : 2
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 - 1 = (2
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 - 1) (1 + 2
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 + (2
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 + … + (2
[image: image51.wmf]a

)
[image: image52.wmf]1

-

b

).
b3/  Terminez la démonstration.

4) Au vu des calculs du 1), que pensez-vous de l’affirmation suivante : « Quel que soit l’entier naturel pair non nul n, M
[image: image53.wmf]n

est divisible par 3 » ?

Validez votre conjecture à l’aide d’un raisonnement  par récurrence ou en utilisant les congruences modulo 3.

5) Que pensez-vous de l’affirmation suivante : « Il existe au moins un entier naturel impair n tel que M
[image: image54.wmf]n

soit divisible par3 » ?

LES NOMBRES PARFAITS ET LES AUTRES

Pour tout entier naturel n supérieur à 1, on note S(n) la somme des diviseurs de n, autres que n lui-même.

Par exemple : S(27) = 1+3+9 = 13.

On dit que :

· n est parfait si S(n) = n
· n est déficient si S(n) < n

· n est abondant si S(n) > n.

Par exemple : 27 est déficient.

1) a) Trouvez un nombre parfait inférieur à 10.

    b) Vérifiez que 28 est parfait.

2) Trouvez deux entiers abondants.

3) a) Montrez qu’il existe une infinité de nombres déficients impairs.

    b) On suppose que n = 2p, avec p premier et p>2. Exprimez n – S(n) en fonction de p.

    c) Pouvez-vous énoncer une propriété analogue à celle du 3)a) ?

4) a) Quel est le plus petit entier abondant ?

    b) Montrez que, quel que soit le nombre premier p, 12p est abondant.

    c) Déduisez-en qu’il existe une infinité de nombres abondants pairs.

5) a) Vérifiez que 945 est abondant. (Information : C’est le plus petit entier abondant impair) 

    b) Montrez que : Si p est premier et p>7, alors 945p est abondant.

    c) Quelle propriété pouvez-vous énoncer ?
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